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Sur l’existence du schéma en groupes fondamental 
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Résumé. Soient S un schéma de Dedekind, X un 5'-schéma de type fini et a; € X{S) une sec¬ 
tion. On démontre l’existence du schéma en groupes fondamental de X en a; qui classifie tous 
les torseurs finis au dessus de X, pointés au dessus de x quand X est à fibres réduites ou quand 
X est normal. On démontre aussi l’existence d’un schéma en groupes, qu’on appellera schéma 
en groupes fondamental quasi-fini de X en x, qui classifie tous les torseurs quasi-finis au dessus 
de X, pointés au dessus de x. On introduit les torseurs galoisiens, qui jouent dans ce contexte 
un peu le rôle des revêtements galoisiens connexes dans le théorie du groupe fondamental étale ; 
on en étudie quelques propriétés. 

Abstract. Let S be Dedekind scheme, X a 5-scheme of finite type and x € X{S) a sec¬ 
tion. We prove the existence of the fundamental group scheme of X at a; which classifies ail 
the finite torsors over X, pointed over x when X has reduced fibers or when X is normal. We 
also prove the existence of a group scheme, that we will call the quasi-finite fundamental group 
scheme of X at æ, which classifies ail the quasi-finite torsors over X, pointed over x. We define 
Galois torsors, which play in this context a rôle similar to the one of connected Galois covers 
in the theory of étale fundamental group ; we study their properties. 
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1. Introduction 

1.1. Objectifs et plan du travail. Soit {X,xq) un schéma pointé. Le groupe fondamental 
'7rf*(V, xq) de X classifie les revêtements étales finis de X, plus précisément il classifie les tor¬ 
seurs sur X sous des schémas en groupes finis étales : les revêtements galoisiens étales sont 
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en bijection avec les quotients finis de 7rf*(X, xq). Comme déjà mentionné dans SGAl, dans 
plusieurs situations naturelles, on voudrait avoir à sa disposition un schéma en groupes qui 
classifie les torseurs sur X sous des schémas en groupes finis et plats (et non seulement étales) 
sur une base fixée S . On ne sait pas si un tel schéma en groupes existe toujours. Quand on 
sait prouver son existence, on l’appellera le schéma en groupes fondamental de X sur S et on 
le notera 7ri(A, xq). 

Pour construire le schéma en groupes fondamental de X sur 5, on est confronté au problème 
suivant : on considère la catégorie V{X) des triples {Y,G,yo) où G est un schéma en groupes 
fini et plat sur S, Y est un G-torseur sur X et yo est un 5-point de Y qui domine xq. Si cette 
catégorie est cofiltrée, alors le schéma en groupes fondamental de X sur S existe (et il est la 
limite projective des schémas en groupes G qui interviennent dans la définition de la catégorie). 

Le fait que cette catégorie soit cofiltrée n’est pas toujours facile a vérifier. 

L’existence du schéma en groupes fondamental pour des schémas réduits et connexes sur 
un corps a été établie dans l’article fondateur [13]. L’étape suivante est d’étudier le cas où la 
base S est un schéma de Dedekind. Dans l’article [6], le troisième auteur prétend avoir prouvé 
que la catégorie V{X) est cofiltrée quand X est un schéma réduit et fidèlement plat sur S. 
Malheureusement dans cette preuve il y a un faute : le Lemme 2.2 de op. cit. est faux, comme 
le montre le contre-exemple du paragraphe 2. Donc la construction du schéma en groupes 
fondamental sous ces hypothèses sur X s’avère être encore un problème ouvert. 

Soit S un schéma de Dedekind et / : X ^ 5" un S'-schéma muni d’une section xq G X(5). 
Dans cet article on démontre l’existence du schéma en groupes fondamental 7ri(X, xq) quand 
au moins une des deux hypothèses suivantes est vérifiée : 

(A) X —>■ S" est fidèlement plat, localement de type fini et pour tout point s G 5, X^ est 
réduit ; 

(B) X —>• 5 est fidèlement plat, localement de type fini et pour tout point x G X \ X^, 
l’anneau local Ox est intégralement clos ; 

En particulier le schéma en groupes fondamental de X sur S existe si X est régulier ou 
normal. Ceci est souvent suffisant pour les applications. La stratégie de la preuve suit celle de 
[6] : on prouve que la catégorie 'P(X) est cohltrée. 

On généralise ensuite cette étude à la question de l’existence du groupe fondamental schématique 
qui classifie les torseurs sous des schémas en groupes quasi-finis sur S. On montre qu’il existe 
pour des schémas qui vérifient la propriété suivante : 

(C) X est intègre et normal, X —)• 5 est localement de type fini et pour tout point s G S, Xg 
est intègre et normal. 

Le plan de ce travail est le suivant : Dans le premier paragraphe, on décrit le contre-exemple, 
dû a Jilong Tong, au Lemme 2.2 de [6]. Après des préliminaires techniques, dans la section 4, on 
démontre les propositions clefs nécessaires pour prouver que la catégorie V{X) est cofiltrée sous 
l’hypothese (A) et dans la section 5, on se place sous l’hypothèse (B), dans le cas fini, et (C) dans 
le cas quasi-fini. Les trois cas sont un peu différents, et nécessitent donc des preuves différentes, 
même si les énonces se ressemblent beaucoup. Dans la section 6, on utilise ces énoncés pour 
démontrer que les catégories de torseurs considérés sont cofiltrées, et on en déduit l’existence 
dans les cas considérés du schéma en groupes fondamental, dont on étudiera quelques propriétés, 
en particulier le comportement par réduction à la fibre générique. Dans la section 7 on introduit 
les torseurs galoisiens : ce sont des torseurs sous des groupes G pour lesquels le morphisme 
correspondant 7rf^(X,xo) —>■ G est fidèlement plat. On démontre que tout torseur est précédé 
par un torseur galoisien. 
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2. Le contre-exemple de Jilong Tong 

Le contre-exemple suivant au Lemme 2.2 de [6] montre l’importance des hypothèses du 
Théorème 6.2. Observons aussi que ce contre-exemple montre aussi la difficulté de prouver 
l’existence du schéma en groupes fondamental sous des hypothèses très générales. 

On rappelle l’enoncé du Lemme 2.2 de [6] : 

Soit S un schéma de Dedekind de point générique rj = Spec(iL) et G un schéma en groupes 
fini et plat sur S. Soit H ^ G un sous schéma en groupes. Soit X ^ S un S-schéma fidèlement 
plat réduit et irréductible. Soit P ^ X un G-torseur et Y d Prj un sous-schéma fermé qui est 
un Hjj-torseur. Alors la clôture de Zariski Y de Y dans P est un H-torseur. 

Pour prouver que le schéma en groupes fondamental d’un S- schéma X existe, il suffit qu’un 
énoncé comme celui-ci soit valable pour X. Dans cet article on montrera qu’il est valable quand 
X est à fibres réduites ou normal et on en déduira donc l’existence du schéma en groupes 
fondamental. 

Soient C, une racine primitive p-ième de 1 {p est un nombre premier), X = SpecZ[p(^] = 
SpecZ[l/]/(Eî’ — pP). Soit P —)• Jé le //p-torseur trivial P := X x fj,p = SpecZ[r, E]/(r^ — 
1, —pP)- On considère la flèche diagonale Xq {X x fj,p)q = {/Up x /ip)Q. C’est un morphisme 
de torseurs pour le morphisme de schémas en groupes 1 —)• /ip. Pour déterminer la fermeture 
schématique de l’image, on cherche le noyau du morphisme (p : 

Z[T, V]/{TP -l,VP- pP) -^ Q[r, V']/{TP - 1, V'P - 1)-^ Q[W]/{WP - 1) 

T - 

V - ^pV' V' -^JE 

Clairement pT — E G ker p. 

Par ailleurs 'L[T,V]/{TP - 1,EP - pP,pT - E) ~ 'L[T]/{TP - l,pPTP - pP) = Z[T]/{TP - 
l,pP{TP — 1)) = 'E[T]/{TP — 1) est un anneau plat sur Z. C’est donc la clôture schématique 
cherchée. Et si l’on pose Y = SpecZ[r]/(TP — 1) le morphisme Y ^ X correspond à 

Z[E]/(EP - pP) -^ Z[r]/(TP - 1) 

E- ^pT 

qui en tout premier l p, est l’identité pp —>■ pip, mais en p est le morphisme «p —)■ pip qui 
transite par Up SpecFp —>■ pp. Donc Y ^ X n’est pas plat, en particulier ce n’est pas un 
torseur. 


3. Préliminaires 

3.1. Notations. Dans cet article S désignera un schéma de Dedekind, i.e. un schéma localement 
noethérien, irréductible et normal de dimension 0 ou 1. On notera par r] = Spec(iL) son point 
générique. Partout dans le texte un morphisme de schémas sera dit quasi-fini s’il est de type fini 
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et si chaque fibre est un ensemble fini de points. On se donne un ^-schéma X ^ S fidèlement 
plat. Par l’expression torseur fini (resp. quasi-fini) sur X, on entendra un torseur sur X au sens 
fpqc sous l’action d’un 5-schéma en groupes fini et plat (resp. quasi-fini, affine et plat). 

3.2. Torseurs et sections. On utilisera tout le long de ce travail l’énoncé suivant qui assure la 
représentativité du quotient d’un schéma sous l’action d’un schéma en groupes, sous certaines 
hypothèses, énoncé pour lequel nous référons à [5], Exposé V, Théorème 7.1 et [15], Théorème 
1, (iv), pour le cas hni et [15], Théorème 1, (v) et [2], Théorème 7, Appendice 1, pour le cas 
quasi-fini. La compatibilité du quotient (par l’action d’un schéma en groupes de type fini) et 
du changement de base est assurée par [5, Exposé IV, 3.4.3.1]. 

Théorème 3.1. Soit T un schéma localement noethérien, Z un T-schéma localement de type 
fini, H un T-schéma en groupes plat agissant sur Z de telle sorte que le morphisme naturel 
Z Xt H Z Xt Z soit une immersion fermée. Alors si l’une des deux conditions suivantes est 
vérifiée 

(1) H ^ T est fini et Z ^ T est quasi-projectif, 

(2) H ^ T est quasi-fini et Z ^ T est quasi-fini, 

le faisceau {Z/H)fpqc est représenté par un schéma Z/H. De plus le morphisme canonique Z 
Z/H est fidèlement plat et le morphisme canonique Z Xt H —)■ Z x^/h^ isomorphisme. 

La conclusion est donc que Z ^ Z/H est un iL-torseur. 

Définition 3.2. Soit G —>■ 5 un schéma en groupes affine fidèlement plat, 77 ^ G un sous-S*- 
schéma en groupes fermé, V —>■ V un G-torseur. On dira qu’un i7-torseur T —>■ V est contenu 
dans le G-torseur Y ^ X, s’il existe un V-morphisme T ^ Y qui est une immersion fermée 
H ^ G-équivariante. 

Lemme 3.3. (1) Il existe une correspondance bijective, qui à tout H-torseur T —)• X 

contenu dans le G-torseur Y —)■ X, où G, H désignent des S-sehémas en groupes quasi- 
finis et plats, associe l’unique section s : X ^ Y/H du morphisme canonique Y/H ^ X 
tel que le diagramme 

T - ^Y 


soit commutatif. Cette section est une immersion fermée et le diagramme précédent est 
cartésien. 

(2) La correspondance qui au H-torseur T —)■ X fait correspondre la section s : X ^ Y/H 
commute aux changements de base. Plus précisément, soit X' —>■ X un S-morphisme, 
Y' = Y Xx X' ; si deux seetions s et s' rendent commutatif le diagramme 

Y'/H -^ Y/H 

s' s 

X' -^X 

ce diagramme est cartésien et le H-torseur T' —)• X contenu dans le G-torseur V' —)• X 
correspondant à la section s' est le tiré par X' —)• X du H-torseur T —)• X contenu dans 
le G-torseur Y ^ X correspondant à s. 
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Démonstration. (1) A toute section s : X ^ Y/H, on associe le tiré par s du ff-torseur 
Y -^Y/H. Dans l’autre sens, du diagramme 


T—L^Y 



X 


où t est une immersion fermée ff-équivariante, on déduit clairement un diagramme 
commutatif 


T - - — 


T/H = X Y/H 

qui est clairement cartésien (un morphisme de ff-torseurs est automatiquement nn H- 
isomorphisme). D’où l’unicité de s. Le fait que s est une immersion fermée peut se déduire 
par exemple du fait qu’il en est de même de T Y et y Y/H est fidèlement plat 
(ou du fait général qu’une section d’un morphisme séparé est toujours une immersion 
fermée). Il est clair que ces constructions sont inverses l’une de l’autre. 

(2) Vérifions que le diagramme de (2) est cartésien. Le passage au quotient commutant au 
changement de base, le diagramme 

Y'/H -^ Y/H 

X' - 

est cartésien. La conclusion suit du fait suivant de nature catégorique : si 

Z' - 

b' b 

X '— 

est cartésien, et si s' et s sont des sections de b' et b respectivement rendant commutatif 
le diagramme 

Z'-^Z 

s' s 

X'—^x 

celui-ci est aussi cartésien. C’est une conséquence du fait bien connu suivant : dans un 
diagramme 



les deux carrés sont cartésiens si et seulement si le grand rectangle et le carré de droite 
sont cartésiens. 
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Enfin le tiré par Y'/H —> Y/H du carré cartésien 

T - ^Y 


X^Y/H 

est le carré cartésien 

T' - ^Y' 


X' -^ Y' ! H 

ce qui prouve que le tiré par X' ^ X dn torseur T ^ X correspondant à la section s 
est le torseur T' correspondant à la section s'. 

□ 


4. Le CAS RÉDUIT 

Soient S un schéma de Dedekind, X un schéma et X —)■ 5 un morphisme fidèlement plat. On 
suppose ici que Xg est un schéma réduit pour tout point s & S. 

Lemme 4.1. Soient R un anneau de valuation discrète, S = Spec{R) de points générique et 
spécial T] = Spec{K) et s = Spec{k) (respectivement), X un schéma réduit, fidèlement plat et 
localement de type fini sur S, de fibre spéciale Xg réduite. Soient encore G un R-schéma en 
groupes fini et plat, P ^ X un G-torseur, H un sous-schéma en groupes de Gr^ et Y ^ un 
H-torseur contenu dans Prj —)• X^. Soient Y et H (respectivement) les adhérences schématiques 
de Y dans P et H dans G, alors Y ^ X est un H-torseur contenu dans P ^ X. 

Démonstration. D’après [9] (2.8.3) il existe une action Y Xs H Y compatible avec l’action 
de G sur P. Donc en particulier le morphisme canonique 

u:Y XsH XxŸ 

complète le diagramme suivant : 


Y Xs H —^Y XxY 

P 

i j 

PxsG^^PxxP 

où V est un isomorphisme, i et j sont deux immersions fermées. Il s’ensuit que u est une 
immersion fermée aussi ([1], Lemma 28.3.1 (3)). 

D’après le Théorème 3.1, le quotient est rerpésenté par un schéma Y/H tel que p : Y ^ Y/H 
soit fidèlement plat, et le morphisme Y ^ X se factorise par un morphisme \ :Y/H X dont 
on va étudier les propriétés : 


A est séparé ; l’isomorphisme Y XgH es Y Xÿ jpiY et le fait que p '.Y Y/H est fidèlement 
plat, assurent que p : Ÿ Ÿ/H est un H-tovseur, en particulier p est propre. Ensuite il suffit 
de considérer le diagramme commutatif suivant 


yc- XxY 


p,, 

Y/H 


pxp 

tr/HxxŸ/H 
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où A 2 est une immersion fermée car Y ^ X est propre. Ce diagramme entraîne 

Ai(F/F) = Ai(p(F)) = {px p)(A 2 (F)) 

qui est fermé dans Y/H Xx Y/H puisque {p x p)/S .2 est propre. Donc A est séparé ([11], II, 
Corollary 4.2) 

A est propre : A est séparé, p est surjectif, A o p est propre comme composé du morphisme 
P —>■ A et de l’immersion fermée Y ^ P, tous deux propres; donc A est propre ([12], Ch 3, 
Prop 3.16 (f)) . 

A est quasi-fini : il est propre, donc de type fini et en plus on observe que pour tout x £ X 
A“^(x) est fini. 

A est fini (donc affine) : un morphisme propre et quasi-fini est en particulier fini ([10] Théorème 

8 . 11 . 1 ). 

A est surjectif : l’image de A dans X contient l’image de A o p qui est dense dans X ; 
par ailleurs, la propreté de A assure que X{Y/H) est fermé dans X. On en déduit l’égalité 
\(X/H) = X. 

A est un isomorphisme : A* : (Y/H)g —>■ Xg est surjectif, mais Xg est réduit donc Xf ■ 
Oxs ^ [fs) /Tj) est injectif ([ 8 ], Corollaire 1.2.7); supposons X et Y/H affines ; d’après 
[16], Lemma 1.3, le morphisme A, qui est affine, et est un isomorphisme sur la fibre générique, 
est un isomorphisme. Dans le cas général, le fait que A est affine permet de se ramener au cas 
affine. 

□ 

Proposition 4.2. Soit X un schéma, fidèlement plat sur S, tel que pour tout point s £ S, Xg 
est réduit (en particulier X est réduit, cf. [8], Proposition 9.5.9). Soient eneore G un S-schéma 
en groupes fini et plat, P ^ X un G-torseur, H un sous-schéma fermé en groupes de G^ et 
Y —>■ un H-torseur contenu dans Prj —)• X^. Soient Y et H les clôtures schématiques de Y 

dans P et H dans G, alors T —>• A est un H-torseur contenu dans P —>■ A. 

Démonstration. Pour tout point s € jS on considère l’anneau de valuation discrète O s,s et le mor¬ 
phisme Ug : Spec{Os,s) —>■ S ; c’est bien sûr un 5-morphisme de schémas qui est génériquement 
un isomorphisme. On dénote par A^^) le schéma donné par le produit fibré A X 5 Spec(Os,s) 
(notations similaires pour G, P, Y et H) ; la fibre spéciale de A( 5 ) coïncide avec Xg qu’on a 
supposée réduite. Donc l’énoncé est vrai si on tire tous les objets sur Spec{Os^g), c’est à dire, 
y(s) —>• A(s) est un P(^)-torseur contenu dans P(s) —>■ A( 5 ), d’après le Lemme 4.1. Cela entraîne 
que le morphisme Y ^ X est plat et donc fidèlement plat. Par ailleurs Y est muni naturel¬ 
lement d’une A-action de H compatible avec l’action de G sur P, induisant un morphisme 
naturel Y Xs H ^ Y Xx Y, qui est un isomorphisme localement en tout s £ S, et donc un 
isomorphisme. En conclusion Y ^ X est un P-torseur. 

□ 

5. Le cas normal 

Soit A un schéma connexe fidèlement plat sur S. Dans cette section, inspirée par [13] Chapter 
II, on établira des énoncés similaires à la Proposition 4.2 sous des hypothèses différentes. Si 
jusqu’à présent A était un schéma à fibres spéciales réduites, on remplace ici cette hypothèse par 
la normalité de A, et l’on établit successivement un énoncé dans le cas des schémas en groupes 
finis, puis dans celui des schémas en groupes quasi-finis. Sous cette hypothèse de normalité. 
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on considérera la situation plus générale d’un torseur contenu dans la restriction du torseur 
donné à un ouvert dense U àe X (et non seulement le cas où 17 = ce qui entraînera des 
conséquences intéressantes quand on étudiera les propriétés du schéma en groupes fondamental 
(voir §6). On démontre d’abord un lemme général dont l’importance s’éclairera à la section §6. 

Lemme 5.1. Soient f : X ^ S, f' : X' ^ S deux morphismes fidèlement plats et localement 
de type fini. Soit g ■. X' ^ X un S-morphisme tel que Ox 9*Ox' est un isomorphisme. Soit 
j : Y ^ X un G-torseur sous un S-schéma en groupes G ^ S affine, plat et quasi-fini. On 
suppose qu’il existe un sous-schéma en groupes fermé et plat H ^ S de G et un H-torseur 
Z' X' contenu dans le G-torseur tiré sur X' par g du G-torseur Y ^ X donné. Alors le 
G-torseur j :Y^X lui-même contient un H-torseur Z —> X. 

Démonstration. La compatibilité du quotient et du changement de base entraîne que les carrés 
sont cartésiens dans le diagramme suivant : 


Xx- 



L’existence d’un torseur Z' Yx' contenu dans Yx' entraîne l’existence d’une section de j'fi, 
qu’on note s : X' —)• Yx'/H et qui, composée avec u donne un morphisme t = uos '. X' ^ Y/H. 
Ce dernier induit un morphisme de Ox-faisceaux ffiOx/n) 9*{Ox>) — Ox- Du fait que j" 
est affine on obtient une section t' : X ^ Y/H ([1], Lemma 28.13.5) telle que t' o g = t] de plus 
t' est une immersion fermée ([1], Proposition 40.6.1). Le if-torseur Z —>• X est le tiré sur X du 
ü-torseur Y ^ Y/H par t'. □ 


5.1. Le cas fini. 

Proposition 5.2. Soit f : X ^ S fidèlement plat et localement de type fini, où X est intègre. 
Soit j : Y ^ X un G-torseur sous un S-schéma en groupes G ^ S fini et plat. Soit U C X 
un ouvert dense dans X, S' = f{U) C S. Soit H ^ S' un sous-schéma en groupes fini et plat 
de G S' et T ^ U un H-torseur contenu dans le G s'-torseur Yjj —>■ Xjj. On note H^^ S la 
fermeture schématique de H^ dans G. 

On suppose que pour tout point x € X \ U, Vanneau local Ox,x &st intégralement clos. Alors 
il existe un H^j-torseur T ^ X contenu dans le G-torseur Y ^ X (par rapport au morphisme 
Hr^ G), tel que le diagramme suivant soit cartésien : 
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Démonstration. On remarque d’abord que par l’unicité de la clôture schématique, du fait que 
H ^ S' est plat, le diagramme 



entraîne que le diagramme 

Hu -^ {Hr,)x 


U - 

est cartésien (avec des notations évidentes) ; il y a une action de {Hrj)x sur Y compatible avec 
l’action de Gx et qui tirée sur U donne l’action de Hjj sur Yjj. La compatibilité du quotient et 
du changement de base entraîne que les carrés sont cartésiens dans le diagramme suivant : 

Yu - -y 



2 


L’existence d’un torseur T ^ Yjj contenu dans Yjj entraîne l’existence d’une section de : 
s : U ^ Yjj /H qui est une immersion fermée. Composée avec l’immersion ouverte u elle donne 
une immersion t = nos : U Yj. Le fait que Y est localement noethérien et que Y ^ Y/ 

est fidèlement plat entraîne que Y/Hr^ est localement noethérien. L’immersion t à valeurs dans 
un schéma localement noethérien est quasi-compacte ([1], Lemma 27.5.3). Il s’ensuit que t est 
la composée de l’immersion ouverte U —>• t{U) et de l’immersion fermée t{U) ^ ([1], 

Lemma 28.3.2). Le morphisme composé de j" avec cette immersion fermée t{U) ^ Y /est un 
morphisme fini w : t{U) —)■ X dont la restriction à l’ouvert dense U est l’identité. L’hypothèse de 
normalité des anneaux locaux en les points de X\U implique alors que w est un isomorphisme. 
On en déduit donc une section s" : X ^ de j". D’où la conclusion du lemme, où le 

.^r,-torseur T ^ X est le tiré par s" : X ^ du .ffr^-torseur Y —>■ Y/Hrj. □ 

5.2. Le cas quasi-fini. 

Proposition 5.3. Soit f : X ^ S fidèlement plat et localement de type fini, où X est intègre et 
normal. On suppose que pour tout point z Çi S, la fibre X^ est intègre et normale. Soit j : Y ^ X 
un G-torseur sous un S-schéma en groupes G ^ S quasi-fini et plat. Soit U C X un ouvert non 
vide de X, S' = f{U) C S. Soit H ^ S' un sous-schéma en groupes quasi-fini et plat de Gs' 
et T ^ U un H-torseur contenu dans le Gs'-torseur Yjj —>■ Xjj. On note S la fermeture 

schématique de dans G. On suppose qu’une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

(1) S = S'; 

(2) la composée T^i ^ Y^i ^ Y n’est pas une immersion fermée. 
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Alors il existe un H^-torseur T ^ X contenu dans le G-torseur Y ^ X (par rapport au 
morphisme Hrj G), tel que le diagramme suivant soit cartésien : 

Yu --y (5.1) 

f 


U - 

Démonstration. On a déjà rappelé que les quotients par des schémas en groupes quasi-finis et 
plats existent ([2, Appendice I, Théorème 7]) ; on considère le diagramme suivant : 





où U, O, i sont immersions ouvertes, s, h sont des immersions fermées, t := u o s et X' := t(U) 
l’image schématique (muni de la structure de schéma réduit). Le schéma X' est réduit et 
irréductible, donc intègre. On remarque que w est une immersion ouverte : en effet w est affine 
et quasi-hni, qui se factorise donc par X , schéma intègre, où X' —> Ai est une immersion 
ouverte et X ^ X est un morphisme fini ([14, page 42]). On a déjà remarqué que puisque X 
est normal ce dernier morphisme est en fait un isomorphisme. 


On considère d’abord le cas S = 5", d’où H = H^j. Sur tout point z £ 5 on tire le diagramme 
5.2 et l’on obtient 



Le fait que X^ soit intègre, et donc en particulier irréductible, assure que Uz qui est non vide 
est dense. On construit az{Uz) image schématique de Uz dans X', qui coïncide avec tz{Uz), 
image schématique de Uz dans {Y/H)z : en effet X', sous-schéma fermé de {Y/Hr()z, contenant 
tz{Uz), contient donc l’image schématique tz{Uz). On s’est donc ramené au cas d’un corps, qu’on 
connait : le morphisme c est un isomorphisme et par conséquent Wz est surjectif. Il s’ensuit que 
w est une immersion ouverte surjective et donc un isomorphisme (ce n’est pas necéssaire mais 
cela entraîne aussi que az{Uz) = X'). Ça prouve que bow~^ est une section, ce qui est suffisant 
pour conclure. 

Pour s’assurer que le diagramme 5.1 est cartésien, on invoque le Lemme 3.3. 
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On suppose maintenant que la composée Tjj ^ ^ Y n’est pas une immersion fermée et 

on procède par étapes : 

CAS 1 : soit S = Spec{R) le spectre d’un anneau de valuation discrète R, S' = {rj}, U = 

T = et H = Hjj. On observe d’abord que f{X') = S. En effet le diagramme suivant est 
cartésien : 


T -- -- y 

T/H = Xr, Y^/H Y/H 

et le morphisme T ^ Y^ ^ Y est une immersion fermée si et seulement si le morphisme 
—>■ Y^i/H —>■ Y/H l’est aussi. Par définition ce dernier se factorise en X^j — X' Y/H. 
Puisque on a supposé que T ^ Y^^ ^ Y n’est pas une immersion fermée, alors X^ —>■ X' n’est 
pas une immersion fermée (parce que X' —)• y/est une immersion fermée par définition). Et 
donc Xyj / X' et X' se surjecte sur S. 

En particulier, pour tout 2 : € 5, X( 7 ^ 0. On est dans la situation suivante : 


{Y/H)x' -- Y/H (5.4) 



X 


d’où l’existence d’une section b' de la première flèche verticale. 

Or, {Y/H)x' — Yx'/H ([5, Exposé IV, 3.4.3.1]) où Yx' —)• X' est un G-torseur. La section 
b' nous fournit un .ff-torseur T —>■ X' (tiré par b' du .ff-torseur Yx' —> Yx'/H) contenu dans 
Yx' —)■ X'. On s’est donc ramené au point (1) du lemme, qu’on a démontré et qui nous permet 
de conclure. 

Pour s’assurer du caractère cartésien du diagramme 5.1, on considère le diagramme suivant 
qui résume la situation 


Yu/H {Y/Hrj)x' Y/H^ 


S -=- 

où les carrés supérieurs sont cartésiens, i,w,ui,U 2 sont des immersions ouvertes {u = U 2 U 1 ). 
On dispose d’une section s : U ^ Yjj/H de la première flèche verticale de gauche, et b' : X' ^ 
{Y/Hn)x' de la seconde flèche verticale, vérifiant b = U 2 b'. L’égalité bi = us donne U 2 b'i = U 2 U 1 S, 
et le fait que U 2 soit une immersion ouverte, donc un monomorphisme, implique que b'i = Uis, 
c’est à dire la commutativité du carré avec les sections s et b'. On conclut par le Lemme 3.3. 
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CAS 2 : S' = rj, U = et S a nouveau quelconque. 

C’est une conséquence de la Proposition 4.2 (où il faudra remplacer partout “fini” par “quasi- 
fini”). 

CAS 3 : S' = rj, U C et 5 à nouveau quelconque. On est sur un corps et d’après [13] on 
se ramène au Cas 2. 

CAS 4 : S' ^ r] et S' ^ S. On tire T sur Urj : d’après le Cas 3 on sait étendre Trj = Tjj^ en 
un sous-torseur T àe Y ^ X. Ceci termine la preuve de la Proposition. 

□ 

Remarque 5.4. Voici un exemple, qui explique pourquoi, dans la Proposition 5.3, on a intro¬ 
duit l’hypothèse que ^ Yjj ^ Y n’est pas une immersion fermée. En général l’adhérence 
schématique du torseur T n’est pas forcément un torseur sous l’adhérence schématique de H : 
on prend X = S = Spec(iî) le spectre d’un anneau de valuation discrète de caractéristique 
positive P, d’uniformisante t:, G = Spec R[X]/X^ — X), H réduit à l’élément neutre de Grj 
et T = {x = 1/vr}. Le sous-schéma fermé T de Grj est fermé dans G (pas de spécialisation en 
dehors de lui-même). Et T n’est pas un torseur sous H qui est réduit à l’élément neutre de G. 

Voici une version pointée de la Proposition 5.3. 

Proposition 5.5. Soit f : X ^ S fidèlement plat et localement de type fini, où X est intègre et 
normal. On suppose que pour tout point z € S, la fibre X^ est intègre et normale. On suppose 
l’existence d’une section x G X{S). Soit j : Y ^ X un G-torseur sous un S-schéma en groupes 
G ^ S quasi-fini et plat, muni d’un point y G Vx(<S')- Soit U C X un ouvert non vide de X, 
S' = f{U) C S. Soit H ^ S' un sous-schéma en groupes quasi-fini et plat de Gg' et T ^ U 
un H-torseur contenu dans le G g'-torseur Yjj Xjj. On note rj le point générique de S et 
K le corps des fonctions de S. On suppose que y g/ G Tu{S'). On note Hrj S la fermeture 
schématique de dans G. Alors il existe un H^-torseur T —>• A contenu dans le G-torseur 
y —>■ A (par rapport au morphisme H^j G), tel que y G T{S) et que le diagramme 5.1 soit 
cartésien. 

Démonstration. Le cas où S* = 5" est assuré par la Proposition 5.3, point (1). S'\ S' = rj il 
suffit de remarquer que, sous les conditions de l’énoncé, ^Yjj ^Y n’est pas une immersion 
fermée : en effet ^ Y^j ^ Y est une immersion fermée si et seulement si T = T, où T est 
l’adhérence schématique de T dans Y ; mais pour tout point spécial s G S, ys G T alors que 
ys ^ T = Trj, donc T fi T. On fait intervenir maintenant la Proposition 5.3, point (2). Pour 
couvrir les autres cas on procède comme dans la preuve de la Proposition 5.3, cas 3 et 4. □ 

6. Le SCHÉMA EN GROUPES FONDAMENTAL 

L’objectif est de démontrer qu’une certaine catégorie de torseurs pointés sur un certain S- 
schéma de base X ^ S sous certains 5-schémas en groupes est cofiltrée. On rappelle les condi¬ 
tions portant sur un 5-schéma A —)• S qu’on sera amené à considérer : 

(A) A —>■ 5 est localement de type fini et pour tout point s G S, Xg est réduit ; 

(B) A —)■ 5 est localement de type fini et pour tout point x G X \ A^, l’anneau local Ox est 
intégralement clos ; 

(C) A est intègre et normal, A ^ 5 est localement de type fini et pour tout point s G S, Xg 
est intègre et normal ; 

Remarque 6.1. L’hypothèse (C) implique l’hypothèse (B). 

Si A —)• 5 est un morphisme fidèlement plat et x G A(5) est un point fixé, alors on définit, 
dans l’esprit de [6], la catégorie V{X) (resp. Q/(A)) des torseurs sous l’action d’un schéma en 
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groupes fini (resp. quasi-fini), pointés au dessus de x. Chaque objet est donc un triplet {Y, G, y) 
où G est un S-schéma en groupes fini (resp. qnasi-fini) et plat, Y est un G-torseur pointé en 
y G Yx{S). Un morphisme de triplets y? : {Y, G, y) —)• {Z,H,z) est la donnée d’un morphisme 
de schémas en groupes G ^ H et un morphisme de X- schémas pontés Y ^ Z tels que le 
diagramme suivant est commutatif 

G X Y - ^Y 


H X Z -^ Z. 

On montre le théorème suivant : 

Théorème 6.2. Soit X un schéma connexe et fidèlement plat sur S de fibre générique X^^. Soit 
X G X{S) un point. 

(1) si l’une des conditions (A) ou (B) est vérifiée, la catégorie V{X) est cofiltrée ; de plus 
dans V{X) les produits fibrés finis existent ; 

(2) si la condition (C) est vérifiée, la catégorie Qf{X) est cofiltrée; de plus dans Qf{X) 
les produits fibrés finis existent ; 

(3) sous l’hypothèse (C), le Joncteur naturel 'P{X) ^ Qf{X) est pleinement fidèle et com¬ 
mute aux produits fibrés finis. 

Démonstration. (1). On présente ici la preuve sous l’hypothèse (A) ; si on suppose vérifiée l’hy¬ 
pothèse (B) il suffit de réécrire la preuve à la lumière des résultats obtenus à la section 5.1. 
Puisque V{X) a un objet final (à savoir (X, {l} 5 ,x)) et les produits fibrés sur X existent 
dans V{X), il suffit de démontrer que pour trois objets quelconques {Yi,Gi,yi),i = 0,1,2 de 
V{X) et deux morphismes ipi : {Yi,Gi,yi) —>■ {YQ,Go,yo),i = 1,2, il existe un quatrième objet 
(y 3 ,G 3 ,î/ 3 ) et deux morphismes fii : {Y 3 ,G 3 ,y 3 ) {Yi,Gi,yi),i = 1,2 qui clôturent le carré. 
Soient et {Yi^r],Gi,rj,yi,rj),i = 0,1,2 les fibres génériques de X et {Yi,Gi,yi) respectivement. 
D’après [13] Xy^ est un Gi,,, XGo,,,G 2 ,, 7 -torseur au dessus de (pointé en yi,T]Xyo,ny 2 ,T])- 
D’après la Proposition 4.2 on construit le G 3 -torseur I 3 =>• Yi Xx 12 en prenant la clotûre du 
Gi,»? ^Go,r, G 2 , 7 j-torseur Yi^rj ^Yo,r, ^ 2 ,y dans le Gi X 5 G 2 -torseur li Xx l 2 - Les restrictions fii 
à I 3 des projections li Xx I 2 Yi, i = 1 , 2 , vérifient ipi o = ip 2 ° fi ’2 on le vérifie sur les 
morphismes entre les groupes affines correspondants G 3 ^ Gq, qui coïncident génériquement, et 
donc coïncident (sur un anneau intègre R, la platitude des schémas en groupes Gj —>■ Spec R im¬ 
plique que RGi C KGi, où K est le corps des fractions de R ; deux morphismes 6 , 6 ' : G 3 ^ Gq 
qui coïncident génériquement, induisent des morphismes égaux 6 ^ = 6 '^^ : KGq ^ KG 3 dont 
les restrictions 6 = 6 ': RGq —)■ RG 3 sont donc égales; le cas général s’ensnit facilement). Fi¬ 
nalement le point ys est, bien sûr, l’adhérence de yi^y ^yo,r, 62 ,u dans I 3 . Il est clair que l’objet 
(Y^jGsjys) est le produit fibré dans la catégorie V{X) de (li,Gi,yi) et (l 2 ,G 2 , 2 / 2 ) an dessus 
de (lo)Go,yo)- (2). La preuve du cas quasi-fini est semblable, en utilisant la Proposition 5.5. 
(3). Enfin la dernière assertion provient du caractère fonctoriel de la clôture schématique. □ 

De la conclusion du Théorème 6.2 il résulte que les pro-objets des catégories V{X) et Qf{X) 
sont représentables par des schémas ([10], Proposition 8.2.3). On notera Pro — V{X) et Pro — 
Qf{X) ces catégories de pro-objets. En suivant [7], [195], p. 109, on dédnit du Théorème 6.2 
l’existence de pro-objets universels : un triplet (A,7ri(A, a:),x) (resp. (A'^^, 7ri(A, x'i^)) objet 
de Pro — V(X) (resp. objet de Pro — Qf{X)) avec la propriété universelle suivante : ponr tout 
triplet {P,G,x) objet de Pro — V{X) (resp. de Pro — Qf{X)), il existe un unique morphisme 
(A, 7ri(A, x), x) {P,G,x) dans Pro — V{X) (resp.(A‘’i^, 7ri(A, aU^) {P,G,x) dans 
Pro — Qf{X)). Les objets de V{X) (resp. Q/(A)) sont en correspondance bijective avec les 
S'-morphismes 7ri(A, x) —>■ G (resp. 7ri(A, x)'^^ —)■ G) où G —>■ 5 est un schéma en groupes fini 
(resp. quasi-fini) et plat. 
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Définition 6.3. Soient S un schéma de Dedekind de point générique rj, X un schéma connexe 
et fidèlement plat sur S de fibre générique On suppose qu’une des deux conditions (A) ou 
(B) est vérifiée. Alors le triplet {X,7ri{X,x),x) est appelé triplet universel de Pro — V{X), le 
(S-schéma en groupes 7ri(A, x) est appelé le schéma en groupes fondamental de X au point x et 
A —>■ A est appelé le 7ri{X, x)-torseur universel. 

Définition 6.4. Soit A un schéma connexe et fidèlement plat sur S et vérifiant la condition (C). 
Alors le triplet (A'*^, 7ri(A, est appelé triplet universel de Pro — Q/(A), le 5-schéma 

en groupes 7ri(A, x)*^^ est appelé le schéma en groupes fondamental quasi-fini de X au point x 
et A'*^ —A est appelé le 'Ki{X,x)'^-torseur universel. 

Remarque 6.5. Sous l’hypothèse (C), il résulte du Théorème 6.2, qu’il existe un unique mor¬ 
phisme canonique (A'’^^, '/ri(A, x)*^^, x^^) —>■ (A, vri(A, x), x), et que ce morphisme est génériquement 
fidèlement plat. 

Proposition 6.6. Soit X un schéma connexe fidèlement plat sur S de fibre générique A^. 
On suppose qu’une des deux conditions (A) ou (B) est vérifiée. On suppose l’existence d’une 
section x € X{S). Soient U un ouvert non vide de X, S' := f{U) un ouvert de S ; on suppose 
que xs' € U et que si U ^ A^, pour tout point x € X \ U, l’anneau local Ox est intégralement 
clos. Alors TTi(U,xs') —» 7ri{X,x)s' est schématiquement dominant (c.-à-d. le morphisme dual 
sur les algèbres est injectif). En particulier 7ri(A^,x^) -» 7ri(A, x),, est fidèlement plat. 

Démonstration. Tenant compte des résultats des sections 4 et 5.1, on suit la simple preuve de 

[3]. □ 

Proposition 6.7. Soient S un schéma de Dedekind, X et X' deux S-schémas connexes et 
fidèlement plats sur S, vérifiant une des conditions (A) ou (B). Soit g : X' ^ X un S-morphisme 
de schémas tel que Ox —>■ g*{Oxi) est un isomorphisme. On suppose l’existence d’une section 
x' G X'{S) et on note x := g{x'), alors tti{X',x') ^ 7ri(A,x) est schématiquement dominant. 

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 5.1. □ 

Corollaire 6.8. Soient X et X' deux S-schémas connexes et fidèlement plats sur S, vérifiant 
une des conditions (A) ou (B). Soit g : X' ^ X un S-morphisme propre, plat avec fibres 
géométriquement connexes et réduites. On suppose l’existence d’une section x' G X'{S) et on 
note X '.= g{x'), alors 7ri{X',x') -» 7ri(A,x) est schématiquement dominant. 

Démonstration. C’est une conséquence de la Propositions 6.7. □ 

Proposition 6.9. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose 
l’existence d’une section x G A(5). Soient U un ouvert de X, S' := f{U) un ouvert de S et 
on suppose que xs' G U. Alors 7ri(t/, X 5 /)^-» (7ri(A, x)^^) 5 / est schématiquement dominant. En 
particulier si A^ désigne la fibre générique de X, alors 7ri(A^,x^) -» (7ri(A, x)^)^ est fidèlement 
plat. 

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 5.5. □ 

Corollaire 6.10. Sous les hypothèses de la Proposition 6.9, le morphisme naturel : 7ri(A, x)^-^ —>■ 
7ri(A, x) est génériquement fidèlement plat. 

Proposition 6.11. Soient f : X ^ S, f : X' ^ S deux morphismes lisses, surjectifs et 
localement de type fini, où A, A' sont connexes. Soit g : X' ^ X un S-morphisme de schémas 
tel que Ox —>■ g*{Ox>) est un isomorphisme. On suppose l’existence d’une section x' G X'{S) 
et on note x := g{x'). Alors 7ri(A', ^ 7ri(A, x)^-^ est schématiquement dominant. 


Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 5.1. 


□ 
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Corollaire 6.12. Soient S un schéma de Dedekind, f : X ^ S, f : X' ^ S deux mor¬ 
phismes lisses, surjectifs et localement de type fini, où X, X' sont connexes. Soit g : X' ^ X un 
S-morphisme propre, plat avec fibre géométriquement connexes et réduites. On suppose l’exis¬ 
tence d’une section x' € X'(S) et on note x := g{x'), alors 7ri(X', ^ 7Ti(X,x)'^ est 

schématiquement dominant. 

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 6.11. □ 

7. Torseurs galoisiens 

Une autre conséquence intéressante de la Proposition 5.5 est le fait que tout torseur quasi-fini 
au dessus de X est précédé par un torseur galoisien (voir la Définition 7.1), où on dira qu’un 
élément {T,M,t) de Pro — Qf{X) est précédé par un deuxième élément {T',M',t') s’il existe 
un morphisme (T', M', t') —)■ (T, M, t). Le nom galoisien pour ces objets a été choisi parce qu’ils 
généralisent la notion de revêtement galoisien étale. 

Définition 7.1. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose l’exis¬ 
tence d’une section x G X{S). Soit (T, M, t) un élément de Pro — Qf{X). On dira que (T, M, t) 
est génériquement fini si la fibre générique du schéma en groupes M est finie On dira 
que (T, M, t) est un torseur galoisien si, pour tout morphisme {Z, Q, z) —>■ {T, M, t) dans 
Pro — Qf{X), où {Z,Q,z) est génériquement fini, le morphisme correspondant Z ^ T (ou, ce 
qui revient au même, Q ^ M) est fidèlement plat. 

Il est utile d’observer que si S est le spectre d’un corps cette notion coïncide avec celle de 
torseur réduit introduite par Nori dans [13]. 

Remarque 7.2. Soit {T,M,t) = Mj, tj), comme dans la Déhnition 7.1, un triplet 

génériquement fini. Alors on peut bien sûr supposer que pour tout i, le morphisme M —)■ Mj 
induit un isomorphisme entre les fibres génériques En effet, on peut supposer que 

les morphismes d’algèbres associées aux morphismes M —>■ Mi sont injectifs, si bien que les mor¬ 
phismes K Ali K AI sont aussi injectifs. On utilise le fait que KM est un espace vectoriel de 
dimension finie, pour se restreindre aux indices i pour lesquels KMi KM est aussi surjectif, 
et donc un isomorphisme. 

Définition 7.3. Soit {U,N,u) un torseur fini pointé au dessus de X^. On définit la catégorie 
U des modèles de {U,N,u) dont les objets sont les éléments {T,M,t) de Pro — Qf{X) munis 
d’un isomorphisme (T^^, Mf^,tr^) ~ {U, N, u), les morphismes entre modèles étant les morphismes 
dans Pro — Qf{X) compatibles avec les isomorphismes donnés sur la fibre générique. 

Lemme 7.4. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose l’existence 
d’une section x G X{S). Soit X^j la fibre générique de X et {U,N,u) un triplet au dessus de 
Xrj. Alors la catégorie U des éléments de Qf{X), modèles de {U,N,u) est vide ou cofiltrée. Soit 
maintenant {T,M,t) un élément de Pro — Qf{X), modèle de {U,N,u), alors la catégorie W 
des éléments de Qf{X), modèles de {U,N,u) et précédés par {T,M,t) est cofiltrée et a pour 
limite (T, M, t). 

Démonstration. Pour la première affirmation, on suppose que IA n’est pas vide. On vérifie les 
deux axiomes nécessaires à ce que U soit cofiltrée : soient (Ti,Mi,ti) et {T 2 , M 2 ,t 2 ) deux 
éléments de lA : d’après la Proposition 5.5, on construit le triplet (T, M, t) qui vit dans lA, 
obtenu comme adhérence schématique de {U,N,u) dans (Ti Xx T 2 ,Mi xg M 2 ,ti Xs ^ 2 ) par la 
diagonale {U, N, u) ^ {U Xx^ U, NXrjN,u x^u), avec deux morphismes (T, M, t) (Ti, Mi, ti) 
et {T,M,t) {T 2 , M 2 ,t 2 ). Pour le deuxième axiome, il suffit de constater que, si on se donne 

deux morphismes dans lA, ipj : {T',M',t') {T", M",t"), j = 1,2, leurs restrictions à la fibre 

générique sont égales, ce qui assure que cpi = (p 2 - 

1. M, qui à priori est un pro-schéma en groupes est en fait en schéma en groupes puisque les morphismes de 
transition sont affines. 
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La preuve de la seconde assertion est similaire. Pour montrer que la catégorie W n’est pas 
vide, on fait appel à la Remarque 7.2. □ 

Lemme 7.5. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose l’existence 
d’une section x € X{S). Soit {T,M,t) un élément génériquement fini de Pro — Qf{X). Soit 
(Y, H, y) un élément de Pro — V{X^) (où X^ est la fibre générique de X) avec un morphisme 
(Y, H,y) —)■ {Tri, Mrjfirj) tel que le morphisme correspondant Y ^ Trj soit une immersion fermée. 

Alors il existe un triplet {Y,H,ÿ) dans Pro — Qf{X) avec un morphisme {Y,H,ÿ) —)• {T,M,t) 
où H est l’adhérence schématique de H dans M et Y l’adhérence schématique de Y dans T. 

Démonstration. On peut bien sûr supposer que {T,M,t) = ^m .^^(Ti, Mi,ti) où chaque mor¬ 
phisme Mri —>■ Mi^r} est un isomorphisme. Pour tout i € / on sait construire un .Rj-torseur 
Yi —>■ X, adhérence schématique de R —>• dans Ti —>■ X, où Hi est l’adhérence schématique 

de H dans Mj. Le 77-torseur Y ^ X souhaité est la limite projective des Yi ^ X. □ 

Proposition 7.6. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose 
l’existence d’une section x G -^(*5'). Soit {T,M,t) un élément génériquement fini de Pro— 
Qf{X). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) {T,M,t) est un torseur galoisien; 

b) le morphisme correspondant 'Ki{X,x)^ ^ M est fidèlement plat ; 

c) {Tji, Mri,tri) est galoisien et {T,M,t) est la limite de tous les modèles de {Trj, Mri,tri), fibre 
générique de {T,M,t). 

Démonstration. Le fait que a) entraîne b) est clair. Montrons l’implication c) =i> a). Soit 
{T', M', t') un élément de Pro—Qf{X) génériquement fini avec un morphisme {g, (p) : {T', M', t') 

{T, M, t) : il est, par hypothèse, génériquement fidèlement plat ; soient donc (T, M, t) = ^im.^^(rj, Mi,ti) 
où l’on peut supposer, d’après la Remarque 7.2, que chaque Mrj —>• est un isomorphisme et, 
de la même façon (T', M', t') = ^m ^.^^(Tj, Mj,t'j) où l’on suppose que chaque M( —>■ est un 
isomorphisme, et d’après le Lemme 7.4, J est l’ensemble des modèles de {T(, M(,t'ri) précédés 
par {T',M',t'). On est dans la situation où f G I parcourt l’ensemble de tous les modèles de 
{Tri, Mri, tri). Soit {i,j) G IxJ. Du fait que Mi est de type fini, le morphisme pi : M' —>• M —)• Mi 
obtenu en composant p au morphisme naturel M —>■ Mi se factorise M' —>• —>■ Mi, pour un 

certain k G J. D’où un diagramme 

(T', M', t') - — -^ (T, M, t) 


{T;, M'.,t'.) {Tl, Ml,tl) - - {Ti, M„U) 

Le Lemme 7.4 permet de factoriser les deux flèches verticales de gauche à travers {T'-^,M'-_^,t'-^) 
pour un certain indice j\ G J, ce qui donne le diagramme commutatif suivant 

{V, M', t') (T, M, t) 


{Tl^,Ml^,trj - ^{T„Mi,U) 


(T',Ml,t’) 
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Utilisant le Lemme 7.8 ci-dessous, et le fait que I décrit tous les modèles de la fibre générique de 
{T, M,t), on trouve un indice ii € I, avec des flèches rendant le diagramme suivant commutatif 

(T', M', t') > (T, M, t) 

où est fidèlement plat. Il s’ensuit que {g,(p) = lim( 5 ri, (/?i) est fidèlement plat. 

Montrons l’implication b) => c). Supposons que le morphisme (p : tt1^{X,x) —>■ M cor¬ 
respondant au torseur (T, M, t) soit fidèlement plat. Utilisant l’énoncé 6.9, on en déduit que 
le morphisme 7ri{Xr^,Xrf) —>■ correspondant à la fibre générique est lui-même 

hdèlement plat, et donc que le torseur est galoisien. Considérons alors la limite 

projective (T',M',t') de tous les modèles de qui existe d’après le Lemme 7.4. La 

propriété (c) est vérifiée pour l’objet (T',M',t'), ce qui assure que le morphisme correspondant 
if' : 7rf^{X,x) —> M' est fidèlement plat. Le diagramme suivant est commutatif 



M 


où if) correspond au morphisme (T', M', t') —)■ (T, M, t). Les morphismes (p et p' étant fidèlement 
plats, ijj est fidèlement plat ; et par ailleurs, sur la fibre générique, il>n est un isomorphisme. 
Utilisant le Lemme 7.7 ci-dessous, on en déduit que î/' est un isomorphisme, ce qui assure que 
le morphisme correspondant de torseurs (T', M',t') —>■ {T,M,t) est lui-même un isomorphisme, 
et la condition (c) est vérifiée par {T,M,t). □ 

Le lemme suivant s’avère être nécessaire lorsque M et M' ne sont pas de type fini et on ne 
peut donc pas utiliser le critère de platitude par fibres : 

Lemme 7.7. Soit ijj : M' M un morphisme affine de S-schémas plats, où S est un schéma de 
Dedekind. Si est fidèlement plat et génériquement un isomorphisme, if est un isomorphisme. 

Démonstration. Comme est affine, il est en particulier séparé, et la diagonale : M' 

M' XmM' est une immersion fermée entre S-schémas plats. L’unicité de l’adhérence schématique 
et le fait que la fibre générique de est un isomorphisme, impliquent que A^ est un iso¬ 
morphisme, et donc que est un monomorphisme. Or un monomorphisme quasi-compact et 
fidèlement plat est un isomorphisme ([4], Corollaire 2.9, p. 46, section 2). □ 

Lemme 7.8. Soit g : M' M un morphisme schématiquement dominant entre schémas en 
groupes quasi-finis sur S. Il existe alors une factorisation unique g = ho f, où f est fidèlement 
plat et hr^ est un isomorphisme. 

Démonstration. On introduit N = [Kerg)n l’adhérence schématique dans M' de la fibre générique 
du noyau de g, qui vérifie N C Ker{g). La factorisation annoncée est M' —^ M'/N —)■ M. □ 

Corollaire 7.9. Soit f : X ^ S fidèlement plat vérifiant la condition (C). On suppose l’exis¬ 
tence d’une section x G X{S). Pour tout objet {Y, G, y) dans Pro— Qf{X), génériquement fini 
il existe un unique torseur galoisien (T, M, t) et un morphisme (T, M, t) —>■ (Y, G, y) tel que le 
morphisme T ^ Y correspondant est génériquement une immersion fermée. 
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Démonstration. On considère la fibre générique {Yrj,Grj,yrj) de {Y, G, y). Soit {Z,H,z) Tunique 
triplet galoisien au dessus de contenu dans {Yri,Grj,yrj). La limite {T,M,t) de tous les 
modèles de {Z, H, z) existe (cf. Lemme 7.4) et il s’agit bien d’un torseur galoisien d’après la 
Proposition 7.6. Soit {T',M',t') un autre torseur galoisien et soit {T',M',t') —>• {Y, G, y) un 
X-morphisme de torseurs, qui est génériquement une immersion fermée. D’après la Proposition 
7.6, {T^, M!^,t'^) est un triplet galoisien au dessus de Il s’ensuit que (T^, M', t'^), (Trj, Mrj, trj) 
et {Z, H, z) coïncident. Soit (Q, L, q) le torseur obtenu en prenant l’adhérence schématique de 
{Z, H, z) dans le M x M'-torseur produit T xxT' (à travers la diagonale Z ^ Z Xx Z) ; d’après 
le Lemme 7.5, (Q, L, q) est génériquement isomorphe au L7-torseur Z ; mais du fait que T et T' 
sont galoisiens, on en déduit que les morphismes Q —>■ T et Q —>• T' sont fidèlement plats, et 
donc des isomorphismes, puisque génériquement ce sont des isomorphismes. □ 

On observe qu’en général, le M-torseur du corollaire n’est pas fini même si le G torseur donné 
est fini. Le prochain exemple illustre ce phénomène : 

Exemple 7.10. Soient S = Spec(iî) le spectre d’un anneau de valuation discrète de caractéristique 
positive P, d’uniformisante vr et dé = la droite affine sur R. On considère le (Z/pZ)/î-torseur 
Y := Spec{R[x, y]/{y^ — y — ttx)) au dessus de X et le G-torseur au dessus de X (où G est le R- 
schéma en groupes qui a été défini dans la Remarque 5.4) Y' := Spec(R[x, y]/{'K^~^y‘P — y — x)). 
Il y a un unique morphisme de torseurs Y' ^ Y, y ny qui est génériquement un isomorphisme, 
ce qui montre tout de suite que Y n’est pas un torseur galoisien. Pour observer, au contraire, 
que Y' est un torseur galoisien on peut utiliser le critère donné par le Lemme 7.11. On remarque 
aussi que Y est fini, alors que Y' est quasi-fini, mais non fini. 

Lemme 7.11. Soit f : X ^ S un morphisme fidèlement plat vérifiant la condition (C). On 
suppose l’existence d’une section x G X{S). Soit {Y,G,y) un élément de Qf{X). Si, pour tout 
point s € S, la restriction (R^, G s, y s) est un torseur galoisien, [Y, G, y) est un torseur galoisien. 

Démonstration. Soit {Z,Q,z) = Um. {Zj,Qj, Zj) un objet de Pro — Qf{X) génériquement 
fini et U : {Z,Q,z) — >■ (Y, G, y) un morphisme. Pour tout j G J, considérons le produit 
fibré {Tj, Mj,tj) dans Qf{X) des objets {Zj,Qj, Zj) et {Y, G,y)] il s’ensuit que {Z,Q,z) = 
lini . {Tj, Mj,tj), où {Tj, Mj,tj) décrit les objets de Qf{X) au travers desquels u : {Z,Q,z} — )■ 
{Y, G, y) se factorise. Il suffit donc de montrer que u est fidèlement plat, dans le cas où {Z, Q, z) 
est un objet de Qf{X). Du fait que pour tout point s G 5, le G^-torseur Yg Xg est galoisien, 
on déduit que Ug : Zg ^ Yg est fidèlement plat. Le critère de platitude par fibres nous permet 
de conclure que u est aussi fidèlement plat. □ 
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